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?????????????? 2 ???? v1, v2 ???????v1 ??? v2 ?????









? 1.2 (a) ???????????(b) ???????? 6??(c) 2-?????????
???????????????????????????????????
??? v1 ? v2 ???v2 ? v1 ??????????????????????????
????????????????????????????????????????
????????????????? 2 ??????????????????? n??
?????????????????????????????????????????
?????????????? [10]??????????? r ????????????







???? r ?????????????? r ???????
Horton ???????????????????????
(1) ?????????? 1 ????
(2) ???? r ????????????????????? r+1 ?????????
????? r ? 2 ???????????? r + 1 ???????2 ??????
???????????????????????? r + 1 ????
(3) ???????????????????????????????????
? 1? ?? — ???????Horton-Strahler ??????? 4
????????????????????????????????????????
??? Horton ?????? (2)??????????????????????????
????????????????????????????????? Horton ???
?????????????????? (1)-(3) ??????????????????
???????????????Horton ????????????????? 1 ???
????????????????????????????????????????
?????????????
?????????????? Strahler ??????? [12, 13]????
(1) ?????????? 1 ????




??????? 2 ?????????????????????Strahler ???????
????????????????????????????????????????
??????
Strahler ?????????????????? Shreve ??????? [15]????
(1) ?????????? 1 ????
(2) ?????????? 2 ????????????
????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????




?????? 4 ???????????? 1.3?????????????????
??????????????? Strahler ??????????????????? “?
?”???? Strahler ????????????Strahler ??????????????
Horton-Strahler ????????????????????????????????
??? [16–18]?








































































? 1.3 ???????(a) Horton ?????(b) Strahler ?????(c) Shreve ???
??(d) ?????
1.4 ????????????
Horton-Strahler ?????? r ?????????????? r ?????????
????????Strahler ???????????? r ?????????? r ¡ 1 ??
????????????r + 1 ??? 1 ????? r ??????? r ???????
? [11]???????????????????????????????r ?????
???????r ???? “??”??????????????????????????





????????????????? 1.85, ????? 1.40 [20]???????????
???? 1:28¡ 1:79 [21]?????????? 1:48¡ 1:58 [22]????????????
? 1? ?? — ???????Horton-Strahler ??????? 6
??????Mandelbrot [19] ???????????????????????????
??????????????????? 2 ????????????????????

















???? [11]?????????????????????????? 3 ?? 5 ????
??? [26]????????????????Horton ??? 1???????????





???? 2 ?????? “??”???????????????
???2 ????? T , T 0 ???????? T ????? V ?? T 0 ????? V 0 ?
??????????? Á : V ! V 0 ???????????????????????
???? [41]????????????“???????”???v¤ 2 V ? v 2 V ???
?? Á(v¤) 2 V 0 ? Á(v) 2 V 0 ????????????????Á ? T ??? T 0 ???
????T ??? T 0 ????????????T ? T 0 ???????????????
? 1? ?? — ???????Horton-Strahler ??????? 7
? 1.1 ????????????????????????
??? ?? ???










??? [33] L. hebes 3.7, 3.9
L. virgulata 3.1
???? [34] Raspailia inaequalis 2:71§ 0:046
?? ???? [35] 3.15
????? [36] 3.30
?? [37] ?????????? 2:5§ 0:05




?????? [40] ?????????? 3:46
? Á ??????????????????????????????????????
1.4?????????? T2, T3 ??? T4 ??????? T1 ????????????
??? T ? T 0 ??????????
(1) T ? T 0 ???
(2) ?? Á : T ! T 0 ???????T ??? vL ? v ??????????? Á(vL) ?
Á(v) ????????????T ??? vR ? v ??????????? Á(vR) ?
Á(v) ?????????
?????????????????????????????? 1.4? T2 ? T3 ???
?????????????????????????????????????????
? 1? ?? — ???????Horton-Strahler ??????? 8
T2T1 T3 T4
? 1.4 3 ????? T2, T3, ??? T4 ????????T1 ?????????????




1.5.2 ???????? – Catalan ?
??? n?????????????? Ωn ????Ωn ?????? cn¡1?????
??????????
]Ω1 = c0 = 1; ]Ω2 = c1 = 1; ]Ω3 = c2 = 2; ]Ω4 = c3 = 5; ¢ ¢ ¢
?????? (? 1.5)?????“]”??????????????????????? cn¡1
???????????????????????????????????? [42–45]?
?????




??? n ?????????????? 2 ??????????
????????????? 1.6????????????? m ??
???????????????? n ¡m ????2 ??????
??????? n ???????????????????????
??? cm¡1 ??????????????????? cn¡m¡1 ??
???????????????????????????????







































= G(x)¡ c0x = G(x)¡ x:




?????????? (1.2)???? x = 0 ?????? G(0) = 0 ??????????























cn ? n ???Catalan ??????????????????????? [46,47]??
????? 4??????????????Dyck ???????Catalan ???????
????????????????????????
1.5.3 ?????????????
???????? Shreve [48]???????????????????? n?????
????????????? Ωn ??????? Pn ?????????? (Ωn; Pn) ??
????????????????? (Ωn; Pn) ???????? T 2 Ωn ???????
? Pn(T ) = 1=cn¡1 ???????????????????????Sr;n : Ωn ! N[f0g
??????? T 2 Ωn ?????Sr;n(T ) ? T ????? r ???????????Pn
???? Ωn ????? E [¢] ????
???????????????????????????????????????2






n(n¡ 1)(n¡ 2)(n¡ 3)
2(2n¡ 3)2(2n¡ 5)
??????????? [49]??????????? T 2 Ωn ???? S1;n(T ) = n ??
???????????????? S1;n ´ n ??????S1;n ????????????
???????????????????? S2;n ? “????????????????
???????”????????Sr;n ??? r ??????????????????
?????????????????????????S2;n ?????????????
??????????????????? S2;n ???????????????????
???????? 2?????????S3;n, S4;n, ¢ ¢ ¢ ??????????? “?????
??”?????????????????????????????????????
?????????? Sr;n ??????????????????????Sr;n ????






















??????????? [57–62]???????? (Ωn; Pn)??????? T 2 Ωn ???




= log4 n+O(1) ??????? [57]????????
????????????? 4 ?????????????????????S(n)(T ) = r
?????? T ????


















??????????? “ambilateral tree”??????ambilateral tree???? Horton-
Strahler ??????????? [50, 51]??????????????????????












???????W (x) ????????????????? [63]???????????
??????????Catalan ? (1.3)?????????????
1.6 ??????
???????????????????? r ????? Sr;n ???????????
?????????????????????????????? Sr;n ????????
? 1? ?? — ???????Horton-Strahler ??????? 12
??????????????
???? 6????????? 2??????? Sr;n ???????????????




????? r ???? Sr;n ????????????????????????? r ?
??????????????????????? Sr;n ???????????????















? 5??????? Sr;n ????????????????????????????
???????????????????S2;n ???????????????????









????????? r · 2 ????????????r ¸ 3 ?????????????
????????????n!1 ??????????? r ?????????????
???????????????????????????????
2.1 2 ??????
??? n ??????? 2 ???? m ?????????
N (n;m) = ]fT 2 ΩnjS2;n(T ) = mg
















2 ???? 2 ?? 1 ??????????????????????????????
? T 2 Ωn ? 2 ???? m ???????n ?????? m ??2m ??????? 2
??????????? n¡2m ?? 2 ?????????????????????? 2
???? m ??? ??? n ???????????????????????????
2.1 ?????
(1) ???m ?????????
(2) n¡ 2m ??????????????
? 2? ???? Sr;n ?????? — ????????????? 14
(b) (c) (d)(a)
ぶら下げ
? 2.1 ????????? S2;n(T ) = m ??????? T 2 Ωn ?????n = 14,
m = 5 ?????(a) ???m ????? 1 ???????????????4????
????(b) n ¡ 2m(= 4) ??????????(c) ?????????????????
???? 2 ?????????????(d) ????????
(3) ??????????????? 2??? 1??????????????m ???
????????
(4) ?????????????????




(1) ???????m ???????? cm¡1 ???????(3) ???? n¡ 2m ???











¢ 2n¡2m = 2n¡2m (n¡ 2)!
(n¡ 2m)!m!(m¡ 1)! (2.1)
??????





















???????????F (®; ¯; °;x) ? Gauss ??????









? 2? ???? Sr;n ?????? — ????????????? 15
??????????????????
k ????????? (2.2)???????????????????????????
???????? (2¡ n)=2, (3¡ n)=2, 2 ????????????????? n ???









n(n¡ 1)(n2 ¡ n¡ 4)
4(2n¡ 3)(2n¡ 5) (2.3b)
???????? S2;n ????
var (S2;n) = E
£
S22;n
¤¡ E [S2;n]2 = n(n¡ 1)(n¡ 2)(n¡ 3)
2(2n¡ 3)2(2n¡ 5) (2.4)
???????(2.3a) ??? (2.4) ? Werner [49] ???????????(2.2)-(2.4)??
??????????
?????? (2.3), (2.4) ????????????????????







; var (S2;n) » n
16
:
2.4 ? ????? Sr;n ??????????????????????????????
? 4??????
2.2 ???????

































?????????? S2;n ???????????? bn=2c ?????????????















































????2???????m?????? 1??????3?????????? (2p¡2)! =
(2p¡ 2)!!(2p¡ 3)!! = 2p¡1(p¡ 1)!(2p¡ 3)!! ???????????????????
m?z }| {






(p¡ 1)(p¡ 2) ¢ ¢ ¢ (p¡m)
= (¡1)m(1¡ p)(2¡ p) ¢ ¢ ¢ (m¡ p) = (¡1)mΓ(1¡ p+m)
Γ(1¡ p)
? 2? ???? Sr;n ?????? — ????????????? 17
???
(2p¡ 3)!!
(2p¡ 2m¡ 3)!! =
m?z }| {





¡ p) ¢ ¢ ¢ (2m+ 1
2













































































































? 2? ???? Sr;n ?????? — ????????????? 18
????? n ?????????????????????????
(p¡ 1)!





(2p¡ 2m¡ 1)!! =
m?z }| {





¡ p) ¢ ¢ ¢ (2m¡ 1
2

























































































xm = x ¢mxm¡1 = mxm
???x d
dx
























? 2? ???? Sr;n ?????? — ????????????? 19






































Gauss ???????????????????????????? 2 ???? [64]?
?????????
F (®; ¯; °; 1) =
Γ(°)Γ(° ¡ ®¡ ¯)
Γ(° ¡ ®)Γ(° ¡ ¯) (Gauss ???);
d
dx
F (®; ¯; °; x) =
®¯
°
F (®+ 1; ¯ + 1; ° + 1;x) (1 ??????):
??????
F (k) (®; ¯; °;x) :=
dkF (®; ¯; °; x)
dxk
????F (®; ¯; °;x) ? x ? 1 ???????? ®, ¯, ° ????? 1 ???????
???
F (k) (®; ¯; °;x)
=
®(®+ 1) ¢ ¢ ¢ (®+ k ¡ 1) ¢ ¯(¯ + 1) ¢ ¢ ¢ (¯ + k ¡ 1)








F (®+ k; ¯ + k; ° + k; x) :
????x = 1 ??????? Gauss ????????????????????







Γ(° + k)Γ(° ¡ ®¡ ¯ ¡ k)
Γ(° ¡ ®)Γ(° ¡ ¯)
=
Γ(®+ k)Γ(¯ + k)
Γ(®)Γ(¯)
Γ(° ¡ ®¡ ¯ ¡ k)
Γ(° ¡ ®¡ ¯)
Γ(°)Γ(° ¡ ®¡ ¯)
Γ(° ¡ ®)Γ(° ¡ ¯)
=
Γ(®+ k)Γ(¯ + k)
Γ(®)Γ(¯)
Γ(° ¡ ®¡ ¯ ¡ k)
Γ(° ¡ ®¡ ¯) F (®; ¯; °; 1) :
? 2? ???? Sr;n ?????? — ????????????? 20
S2;n ?????????? ® = 2¡n2 , ¯ =
3¡n
2





































































































(n¡ 2)(n¡ 3) ¢ ¢ ¢ (n¡ 2k ¡ 1)
=
(n¡ 2)!





















(2n¡ 2k ¡ 1)(2n¡ 2k + 1) ¢ ¢ ¢ (2n¡ 3)
=















(n¡ 2)!(2n¡ 2k ¡ 3)!!













???? (2.5)????? S2;n ?????????????????
? 2? ???? Sr;n ?????? — ????????????? 21















































































































?? S2;n ? 1 ?????????????????????(2.2)??















































































































































(n¡ 2)(n¡ 3)(n¡ 4)(n¡ 5)





























































































n(n¡ 1)(n2 ¡ n¡ 4)
4(2n¡ 3)(2n¡ 5)
???????
???? 2 ??????????????S2;n ??? var (S2;n) ???????





n(n¡ 1)(n2 ¡ n¡ 4)






n(n¡ 1)(n¡ 2)(n¡ 3)
2(2n¡ 3)2(2n¡ 5) :







n(n¡ 1)(n4 ¡ 2n3 ¡ 15n2 + 32n+ 8)






n(n¡ 1)(n6 ¡ 3n5 ¡ 37n4 + 159n3 ¡ 16n2 ¡ 424n+ 144)






n(n¡ 1)(n8 ¡ 4n7 ¡ 74n6 + 476n5 ¡ 55n4 ¡ 4592n3 + 8120n2 ¡ 992n¡ 1440)
32(2n¡ 3)(2n¡ 5)(2n¡ 7)(2n¡ 9)(2n¡ 11)
...
2.2.4 ?????
S2;n ? 3????????? 4??????????????????????????
???? X ??? °1 ????? °2 ?
°1 :=
E [(X ¡ E [X])3]
(var (X))3=2
; °2 :=
E [(X ¡ E [X])4]
(var (X))2
¡ 3
?????? [65]?°1 ??????? (var (X))3=2 ? “????? 3 ?”????????
??? °2 ??????X ???????????? °2 = 0 ?????? °2 ?????
?? 3 ?????????????????????????????????????
?????????
S2;n ? 3 ???????????
E
£





¤¡ 3E £S22;n¤E [S2;n] + 2E [S2;n]3
=
3n(n¡ 1)(n¡ 2)(n¡ 3)









¤¡ 4E £S32;n¤E [S2;n] + 6E £S22;n¤2 ¡ 3E [S2;n]4
=
n(n¡ 1)(n¡ 2)(n¡ 3)(6n5 ¡ 73n4 + 320n3 ¡ 627n2 + 558n¡ 162)










(n(n¡ 1)(n¡ 2)(n¡ 3)(2n¡ 7)2 ;
°2 =
E [(S2;n ¡ E [S2;n])4]
var (S2;n)
2 ¡ 3 =
(2n¡ 5)(6n5 ¡ 73n4 + 320n3 ¡ 627n2 + 558n¡ 162)
n(n¡ 1)(n¡ 2)(n¡ 3)(2n¡ 7)(2n¡ 9) ¡ 3:

















? 2.2 (a) S2;n ??? °1?(b) S2;n ??? °2 ???????? n ??????????
???
????????????? 2.2????°1, °2 ? n ! 1 ???? 0 ????????
??????? S2;n ???????????????????????????????
???????????? 0 ????????????????? 5?? S2;n ?????
??????????????????????
2.3 ???????
??????????? “????”???????????? Sr;n (r ¸ 3) ? k ???
????????????????
??? n (´ n1), 2 ??? n2 ?, ¢ ¢ ¢ , r ??? nr ? ?????????????
N (n; n2; ¢ ¢ ¢ ; nr) = ]fT 2 ΩnjS2;n = n2; ¢ ¢ ¢ ; Sr;n = nrg
????????????????????????????????
(1) ??? nr ?????????
(2) ??????????? r-????????????
(3) nr¡1 ¡ 2nr ?? (r ¡ 1)-???????? r ??????????????
(4) ???? nr¡2¡ 2nr¡1 ?? (r¡ 2)-???????? r¡ 1 ???????????
???








? 2.3 n = 19, n2 = 8, n3 = 3 ?????????????(a) ??? n3 ???? (b) ?
????? 3-????????????(c) n2 ¡ 2n3(= 2) ??????????????
??????????? 3 ????????(d) ??????? 2-??????????
??(e) n¡ 2n2(= 3) ????????????????????????? 2 ????
????(f) ????????




????????r = 2 ???????????????????? 2.3? n = 19, n2 = 8,
n3 = 3 ????????????????????
???? N (n; n2; ¢ ¢ ¢ ; nr) ??????????????????? (1)-(6)????
????????????????? (1)???????? nr ???????? cnr¡1 ?
???i-???????????????????????????? 2ni+1 ¡ 1 ????






?????? i-??????????????????????????? 2ni¡2ni+1 ??
?????????????? i = r¡ 1; r¡ 2; ¢ ¢ ¢ ; 1 ????????????????
??????????????








? 2? ???? Sr;n ?????? — ????????????? 26
?????????????????????????? n1 ´ n ??????
???nr = 1 ???








? Shereve [48] ????????????????????????????????
i???? (i¡1)?????????????????????????n? r?????
? nr ?????? i?????? ni?2r¡inr · ni · bni¡1=2c?????i = 2; ¢ ¢ ¢ ; r¡1??
“Ωn ??? r ???????? nr ?????????” ?????? (n2; n3; ¢ ¢ ¢ ; nr¡1)
????????????N (n; n2; ¢ ¢ ¢ ; nr) ????????????








N (n; n2; n3; ¢ ¢ ¢ ; nr)
















































? 2.4 n2; nr ?????




































































































































































































k = 1 (b) k = 2







































































??????(2.8)?? k ???? r ???????????????????????




= nk ??????? S3;n ??????
??????????????????????????????????r ¸ 3 ???
?? Sr;n ????????????????????????????????????
???n!1???????????













¤ ! 4k (as n!1)
??????k ??????? r ????????????????????
? 2? ???? Sr;n ?????? — ????????????? 29
2.4 Sr;n ???????????????????



































(n¡ 2)!(2n¡ 2`¡ 3)!!












(n¡ 2)(n¡ 3) ¢ ¢ ¢ (n¡ 2`¡ 1)




(n¡ 2)(n¡ 3) ¢ ¢ ¢ (n¡ 2`¡ 1)| {z }
2` ?













































































































































S2;n ? k ?????? (2.2) ??????????????????
k = 1 :
d
dt
etF (¢ ¢ ¢ ; et) = e2tF (1)(¢ ¢ ¢ ; et) + etF (0)(¢ ¢ ¢ ; et)
k = 2 :
d2
dt2
etF (¢ ¢ ¢ ; et) = e3tF (2)(¢ ¢ ¢ ; et) + 3e2tF (1)(¢ ¢ ¢ ; et) + etF (0)(¢ ¢ ¢ ; et)
k = 3 :
d3
dt3
etF (¢ ¢ ¢ ; et) = e4tF (3)(¢ ¢ ¢ ; et) + 6e3tF (2)(¢ ¢ ¢ ; et) + 7e2tF (1)(¢ ¢ ¢ ; et)
+ etF (0)(¢ ¢ ¢ ; et)
k = 4 :
d4
dt4
etF (¢ ¢ ¢ ; et) = e5tF (4)(¢ ¢ ¢ ; et) + 10e4tF (3)(¢ ¢ ¢ ; et) + 25e3tF (2)(¢ ¢ ¢ ; et)
+ 15e2tF (1)(¢ ¢ ¢ ; et) + etF (0)(¢ ¢ ¢ ; et)
...





































+ ((k ¡ 2)????????) (2.9)
????????????????????????????????(2.9)? t = 0 ??





























































n ! 1 ????????????????????????????????? 2 ??
?????????? 3 ??????????????????????























































































? 2? ???? Sr;n ?????? — ????????????? 32

































































































































































??????????????¹r ? r ???????????(2.10)?? ¹2 = 1?(2.11)

































































































¹r+1 = 4¹r + 1;











































































¤ = 4k (2.17)
????????????????????????? (2.17)????????????
? k ???????????? 4k ? r ??????















































???????? O (n¡2) ??????????????? (2.8) ??????????



















Ωn ???????? r ?????????????? Sr;n ? Horton-Strahler ???
?????????????????????????????????? f(Sr;n) ??
??????????Sr;n ???????????????? f ????? N[ f0g ??
????????????????????????????????????????
?????????3.3 ????????????? Laurent ???????? f ???
???????? Sr;n ??? Sr;n : Ωn ! N [ f0g ?????????f(Sr;n) ? 2 ???
? Sr;n ? f ?????????f(Sr;n) : Ωn ! R ??????????????????
????? T 2 Ωn ???? 1 ???? f(Sr;n(T )) ?????????????????
?? f(Sr;n) ????E [f(Sr;n)] ???????????
????f(x) = xk ????E [f(Sr;n)] ? Sr;n ? k ?????????????f(x) =
(x¡ E [x])2 ????E [f(Sr;n)] ? Sr;n ???????
3.2 ???????
??? T 2 Ωn ??????????????
(i) T ???????? 1????????????????T ????????????
? 3? ????????????????????????????? 36
( i ) (ii)
T
S1,n(T ) = 12
S2,n(T ) = 4
S3,n(T ) = 2
S4,n(T ) = 1
S1, 4(Φn(T )) = 4
S2, 4(Φn(T )) = 2
S3, 4(Φn(T )) = 1
Φn(T )
? 3.1 ?? Φn ???n = 12??(i) T ????????????(ii) ?????????
?????? 1 ???????????T ? r ????? Sr;n(T ) ?Φn(T ) ? r¡ 1 ??
??? Sr¡1;n(Φn(T )) ?????? (3.1)?????
(ii) ?? (i)?????? 1 ???????????????????????????
?????
??????????????? Φn(T ) ??????????????Φn ???? n ?
?????????????????????? 3.1?????????Φn(T ) ?????
?? bn=2c ??????????????????????????Φn ?





2 ?????????? Ωn ??????Ωmn = fT 2 ΩnjS2;n(T ) = mg ????????
Ωmn ???? n ??????? 2 ???? m ????????????????????
Ωmn = Φ
¡1










n = ; (m 6= m0)
???????? fΩmn gbn=2cm=1 ? Ωn ????????????????????????
?? 3.2????
? 3? ????????????????????????????? 37
Φn
? 3.2 ?? Ωmn ??????? Φn ????????????????? m ????
Ωn ??? fΩmn gm ???????
Φn ??? 1?????????????????? T 2 Ωn ? 2??????? Φn(T )
? 1 ????????????????????????????? T 2 Ωmn ????
Sr;n(T ) = Sr¡1;m(Φn(T )) (r ¸ 2) (3.1)
??????????r ?????? Sr;n ? (r ¡ 1) ?????? Sr¡1;m ? Phin ???
?????????????? 3.1???????????n = 12, m = 4 ????
S2;n(T ) = S1;m(Φn(T )) = 4;
S3;n(T ) = S2;m(Φn(T )) = 2;
S4;n(T ) = S3;m(Φn(T )) = 1
???????
Φn ????? Ωmn ???????ΦnjΩmn : Ωmn ! Ωm ???????????????
???Ωmn ?????????????Φn ?????????????????? 3.3??
????¿ 2 Ωm ???Φn(T ) = ¿ ?????? T 2 Ωn ????
¹mn (¿) := ]fT 2 ΩnjΦn(T ) = ¿g(´ ]Φ¡1n (¿))
?????? Φn ??????? ¹mn (¿) ?????????¹mn (¿) ???????? Φn
?????????????????????? Φn ????? n ??????????
???????? Φ¡1n (¿) ???? ¿(2 Ωm) ? n ??????????????????
???????? 3 ???????????
(1) ¿ ?????? 2 ????????????????????? ¿ ?????? 2
???????
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? 3.3 ?? Φn ????????????n = 5??Ω5 ???? 6 ?????? Φ5 ?
????????? ¿(2 Ω2)???????????????? ¹25(¿) = 6 ????
( a ) ( c ) ( d )
~
( e )( b )
? 3.4 ?? Φ¡1n (¿) ??????m = 3, n = 11??(a) ??? ¿ 2 Ωm. (b) ¿ ????
???? 2 ??????. (c) n¡ 2m(= 5) ????????????????????.
(d) ???????????????????????. (e) ????????????
(2) (1)? 2m ?????????????? n ¡ 2m ???????????????
??????????????????????????????????
(3) n¡ 2m ?????????????????????
???????m = 3, n = 11??? 3.4????Ωm ?????????? 2m¡ 2 ??




??????????????(3)?? n¡ 2m ????????????????








?????????? (3.2)???? n ??? m ?????????????????
? ¹mn (¿) ???? ¿ 2 Ωm ????????????????????????????
? 3? ????????????????????????????? 39
? 3.5 Ωmn , Ωm, ¹mn ???????????????????? Ωmn ??? Ωm ???
???????????? Φn ????????????????? ¹mn (¿) ? ¿ 2 Ωm ?
?????????????Ωmn ??????????????????
¹mn (¿) ??? ¹mn ???????????¹mn ????? (2.1)?? “????”?????
???N (n;m) ????????????? ¿ 2 Ωm ?????? Φ¡1n (¿) ??????
???????? 3.5?????? Ωmn ??????????????????????






















































































(n¡ 2m)!m!(m¡ 1)!E [f(Sr¡1;m)] (3.3)
?????????????? r¡ 1 ??? E [f(Sr¡1;m)] ???????????? r ?
??????????f(x) = xk ?????????? (2.8)?????????? Φn ?
??????? (3.1), (3.2)????????????? (2.8)????????????
??????????
3.3 ??? E [f(Sr;n)] ?????
???????? (3.3)????????????? f(Sr;n)?????n!1????
??????1??????????????????S1;n(T ) ´ n???????????
?? f(S1;n)? Ωn ????? f(n)??????????? E [f(S1;n)] = E [f(n)] = f(n)
?????????? (3.3)????????????? f(n) ????????????
???:
E [f(S1;n)] = f(n) = a1n
k + b1n
k¡1 +O(nk¡2): (3.4)
?????? f ??????f : C! C??????????????? Laurent ???
?????????????????? f ??????????????????? (3.4)
? 3? ????????????????????????????? 41
???????3.4 ?????????????????? f ????????????
????????
??????? f(Sr;n) ????? (3.4)??????????????:
E [f(Sr;n)] = arn
k + brn
k¡1 +O(nk¡2): (3.5)
?????? ar ??? br ? n ??????ar; br ????????? a1; b1 ??? k ?
????????????????????








































































???????????? (r ¡ 1) ??? ar¡1; br¡1 ????????????








































br = Ubr¡1 + VW r¡1
????????? b1 ???????????
b2 = Ub1 + VW
b3 = Ub2 + VW
2 = U2b1 + V (UW +W
2)
b4 = Ub3 + VW
3 = U3b1 + V (U
2W + UW 2 +W 3)
b5 = Ub4 + VW
4 = U4b1 + V (U






















?????????(3.9)?? U=W = 4 ??????????U=W ?????????






































?????????????r = 1 ???????? (3.4)??????????????
?? f ???????????????????????2 ???? f(x1; x2) ???
??? f(Sr;n; Sr+1;n) ?????????r = 1 ????
E [f(S1;n; S2;n)] = E [f(n; S2;n)] = a1n
k + b1n
k¡1 +O(nk¡2)
? 3? ????????????????????????????? 43
??????????????????????? (3.11)?????????
















??????????? “???????????”?? Φn ????????????
????????????????????????????????????????
?????? Φn ????????????????????????????????
????????? T 2 Ωn ???????? Φn(T ) ????????????????
????????T ? Φn(T ) ? r ????????????????????????




?????????????????????????? 4 ???????? (2.18)?











































??????????limn!1Rfr;n = 4k ???????? f ????? k ???????
???????????? r ???????????????????????????
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??????????f(x) ????????????????????????????
????????????????????????????????????????
????f ??????????????? (3.12)????? (3.13)?????????
???
???????????????




? Sr;n ? k ??????




































(b) Sr;n ??? var (Sr;n) ????????????? (3.11)?????












































??????????????? Moon [50] ????? (1.4)??????????
?? 5?????????????????????????? 1 ????????
(c) f ?????????????? f(Sr;n; Sr+1;n) = Sr+1=Sr;n ??????????
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?????a1 = 14 , b1 =
1
8

















































??????????Ωn ??????? Catalan? cn¡1 ????????1.5.2?????
?????n = 100 ??????????????? ]Ω100 ' 2:275£ 1056 ???????
????????????????????????????????????????
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(0, 0)
(n, n)
? 4.1 ?? 16 ? Dyck ?????(0; 0) ?? (n; n) ???????????????
???
4.2 Dyck ??? Catalan ?
2 ??????? Z2 ?????????????????????????`+ 1 ??
???????????? ` ??????????? 2n ???? (s0; s1; ¢ ¢ ¢ ; s2n) ??2
??
(1) s0 = (0; 0), s2n = (n; n)
(2) ??????? si = (xi; yi) ? xi ¸ yi ????
??????????? Dyck ???????????????(0; 0) ????????
????????????????????????????????? (n; n) ????
???????? 4.1????????????????????? “??”? “???”?
????????
?? 2n ? Dyck ???????????????????????????????




???????(0; 0) ? (n; n) ?????????Dyck ????????????
????????Dyck ?????????????? 1 ??????????????
???????????????????????????????????? y = x+1
??????????????????????“??????”????? y = x+ 1 ?
???????????? (0; 0) ? (n¡ 1; n+ 1) ?????????? 4.2???????
(0; 0) ? (n; n) ??? Dyck ????????? (0; 0) ? (n¡ 1; n+ 1) ????????
?? 1 ? 1 ???????????????????? Dyck ????????????
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(0, 0)
(n, n)









? 4.2 (a) Dyck ???????????????????????????????
??(b) ???????????????? y = x + 1 ?????????? (0; 0) ??
(n¡ 1; n+ 1) ??????????

















???? n ??? Catalan ??????????? n ???????????????
cn¡1 ?????????? n ??????? 2(n¡ 1) ? Dyck ??? 1 ? 1 ?????
????????????? Dyck ???????? 2(n¡ 1) ??????????
???????????????? ‘1’, ?????? ‘0’ ??????? Dyck ??? 1
? 0???????????????????????????????????????
???? Dyck ?????????????? “??????? f0; 1g ?? Dyck ?” [46]
?????Dyck ????????????Dyck ???????? 2 ????????(1)
1 ?? Dyck ?????? ‘0’ ?????? ‘1’ ??????? n¡ 1 ????(2) Dyck ?
????? ‘0’, ‘1’ ?????????????????‘0’ ??????? ‘1’ ????
?????Dyck ?????????????????????????????????
???Dyck ????? Dyck ???????? 1 ? 1 ????????????????
4.3 ???? Dyck ????
????????????????????????????????????????
?????? ‘??’????????????????????? 2??????? ‘()’?
? 4? ????????????? 49





























? 4.3 ?? (a)?????????????? (b)?????????????????
????
??????????????????????????? T 2 Ωn ????? v1; ¢ ¢ ¢ ; vn
???????? ‘()’ ??????????????‘((v1 v2) v3)’ ? ‘?? v1 ? v2 ???
????? v3 ?????’ ??????????????? ‘??’??????????
???????? [69, 70]???????????????????? [71] ??????
?????? 4.3??
??????????? T 2 Ωn ?? Dyck ???????????
(1) T ? v1; ¢ ¢ ¢ ; vn ??? ‘()’ ????
(2) ???????? ‘v1’ ??? ‘(’ ?????v2; ¢ ¢ ¢ ; vn ? ‘1’ ??‘)’ ? ‘0’ ????
???
????????????? Dyck ??????????????????????‘1’ ?
?? ‘0’ ???????? n ¡ 1 ?????????????????? ‘()’ ???? 2
?????????(1)????????????? ‘)’ ? v2 ????????????
???? m ??? ‘)’ ? vm+1 ??????????????????????????
?????? ‘0’???? ‘1’???????????????????????? Dyck
????????????????????????? 4.4????
???? Dyck ???????????????????????????? [72]??
????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
?? ‘(’ ???? ‘)’ ???????????????????
??????????????????? Dyck ???????????????
(1) Dyck ????? ‘1’ ? 1 ?????????? Dyck ???????????? v1
?????






? 4.4 ??? 9???????? 16? Dyck???????(i)????? fv1; ¢ ¢ ¢ ; v9g
??? ‘()’ ????(ii) ‘v1’ ??? ‘(’ ????? v2; ¢ ¢ ¢ ; v9 ? ‘1’ ??‘)’ ? ‘0’ ????
???
(2) ???? ‘1’ ???? S1;n(T ) ???????r ¸ 2 ???? Sr;n(T ) = 0 ???
???
(3) ???? ‘m n 0’ (m;n > 0) ???????? 1 ??? ‘maxfm;ng + ±m;n’ ???
????????????????‘(r ¡ 1) (r ¡ 1) 0’ ! ‘r’ ???????????
??? Sr;n(T ) ? 1 ??????
(4) ????? 1 ??????????
????????? 4.5????????????????????????
??????? Dyck ????????? Catalan ????????????????
?????????? Dyck ????? 1 ? 1 ???????????????????
???? [47,56,73–76]??????????????????????????????
????????? 4.5???? “??????”??????????????????
4.4 ????? Dyck ?????
Dyck ?????????????? [77–80] ???????????????????
?????????????????????????????????

























? 4.5 Dyck ??????????????????????????????????
?????
Dyck ?????????????? D ???????? D = f(x; y) 2 Z2j0 · x ·
n ¡ 1; 0 · y · n ¡ 1; x ¸ yg ?????? (x; y) 2 D ???????? P"(x; y) ???
P!(x; y) ????????????Dyck ?? (s0; s1; ¢ ¢ ¢ ; s2(n¡1)) ???????
P (s0; ¢ ¢ ¢ ; s2(n¡1)) =
2(n¡1)¡1Y
i=0
pi; ??? pi =
(
P!(si); (si; si+1) ??????
P"(si); (si; si+1) ??????
(4.1)
???????????Dyck??????? D,???? fP!(s); P"(s)gs2D ?Markov?
?????????????????????????????????????????
?? Dyck??????? (4.1)?????????????????? fP!(s); P"(s)gs2D
?????????????
? (x; y) 2 D ?? (n ¡ 1; n ¡ 1) ?? D ???????? º(x; y) ?????????
(x; y)?? (n¡1; n¡1)???????? 2(n¡1)¡ (x+y)????(0; 0)? (n¡1; n¡1)
??? D ?????Dyck ??????????º(x; y) ??????????????






????2(n¡ 1)¡ (x+ y) ????????n¡ x¡ 1 ?????
???????(x; y) ?? (n¡ 1; n¡ 1) ?????????D ????????????

















f2(n¡ 1)¡ (x+ y)g!
(n¡ 1¡ x)!(n¡ y)! (x¡ y + 1) (4.2)
????????? º(x; y) ? Kostka ???????????????????Young ?
?????????????????????? [46, 81]?
º(x; y)?????????????????? (4.2)?????????????????
(1) ??? (x; y) 2 D ???? º(x; y) ¸ 0
(2) º(n¡ 1; y) = 1 ??? y = 0; 1; ¢ ¢ ¢ ; n¡ 1
(3) m = 0; 1; ¢ ¢ ¢ ; n¡1???? º(m;m) = f2(n¡m¡1)g!
(n¡m¡1)!(n¡m)!?????º(m;m)? n¡m¡1
??? Catalan ??????? º(0; 0) ? n¡ 1 ??? Catalan ? cn¡1 ????
(4) ??? (x; y) 2 D ???? º(x; y) = º(x + 1; y) + º(x; y + 1) ??????????
(x + 1; y) ? (x; y + 1) ? D ????????????????? º ??? 0 ??
???????? (x; y) ?? (n¡ 1; n¡ 1) ??????????????????
???????????????





(n¡ 1¡ x)(x¡ y + 2)
(1 + x¡ y)f2(n¡ 1)¡ (x+ y)g ;
P"(x; y) =




(1 + x¡ y)f2(n¡ 1)¡ (x+ y)g
(4.3)
?????????? (x+ 1; y) ? (x; y + 1) ? D ??????? º ? 0 ???????
?????????? (4)?? P!(x; y) + P"(x; y) = 1 ???????????????
????????????????? (m;m) ????? P"(m;m) = 0 ????????
?????????????????????D ??????????????????
???????????? (n ¡ 1;m) ????? P!(n ¡ 1;m) = 0 ?????????
????????????????
º(x; y) ????????? “???”?????????
(1) (x; y) 62 D ????? º(x; y) = 0 ????
(2) D ??????? (n¡ 1; y) (y = 0; 1; ¢ ¢ ¢ ; n¡ 1) ?? º(n¡ 1; y) = 1?



















































1 1 1 1
1 1 1












2 1 1 1
2 1 1
. . . . . . . =
1
14




(3) D ?????? (x; y) ???????? º(x; y) = º(x+ 1; y) + º(x; y + 1) ????
? º(x; y) ?????????º(x; y) ? (x; y) ???????????? º ???
??????????
Dyck ???????????????????? º(x; y) ??????????????
?????????? 4.6(b)?????????????? º(x; y) ??????????
????Dyck ????????
































??????? n ??? 105 ???????????????? 2????? (2.8)??





(1) D ??????????: (x; y) = (0; 0). Dyck ????? ; ???????
(2) ? (4.3)??????? (x; y) ?????? P! ??? P" ???????????
??????????????
(3) ????????? x ? 1 ????Dyck ????? ‘1’ ????????????
??? y ? 1 ????Dyck ????? ‘0’ ??????
(4) (x; y) = (n¡ 1; n¡ 1) ????? (2), (3)??????
??????????? f(Sr;n) ???? E [f(Sr;n)] ???????????????
(1) ??????????? Dyck ???????
(2) ? 4.5??????Dyck ????????????????????Sr;n ????
?????????
(3) Sr;n ???? f(Sr;n) ??????
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(4) (1)-(3)????????????? f(Sr;n)?????E [f(Sr;n)]?????????











5.1 ???? – ???????????
(X1; X2; ¢ ¢ ¢ ) ????????????????????????? ¹ = E [X1] < 1,








) N(0; ¾2) as n!1 (5.1)


















2¾2 d» for 8x 2 R
???????????????????????????????????????
???????????????? [82]??????????????????????
? N(0; ¾2) ????????????????????? [83]????X1; X2; ¢ ¢ ¢ ???
????????????????, Lindeberg ??????? [82]?????????
????














































-4 -2 0 2 4
x
F(x)
? 5.1 ?????? N(0; 1) ??????? F (x) ?????
???????????????????? (5.2)???????????? 0 ????
?????????????????? ¡1 ?????erf (x) ? R ?????????
??????????? limx!§1 erf (x) = §1 ???????????????? Gauss





















???????F¹;¾(x) ? F (x) ? x ??????????????????????
5.2 S2;n ???????????????
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?????? (5.4)??????? 2 ??????????????????? (5.4)?


















) N ¡0; ¾2r¢ ; as n!1” (5.5)
?????????¾2r ??????????????? r ??????????????
?????????????????????????? “¢ ¢ ¢ ”???????
Horton-Strahler ????????????????????? E [Sr;n] =E [Sr+1;n] ??
??????????????? Sr;n=Sr+1;n ????????????????????
???????? n 2 N??????? T 2 Ωn ???? Sr;n(T ) ??? r ??????
??????????????????????r ???????? Sr;n(T ) = 0 ???
???????r ¸ 2 + log2 n ????????????Sr˜;n(T ) 6= 0 ?? Sr˜+1;n = 0 ???
r˜ ????????Sr˜;n(T )=Sr˜+1;n(T ) ???????????? 0 ??????????
???? r˜ ? T ??????????? r?????? 2 · r · blog2 nc + 1?????
???? Sr;n=Sr+1;n ? Ωn ???????????????????? Sr;n=Sr+1;n ??
?????????







0 r ¸ r˜
??????r = r˜ ????????????????????????? Sr+1;n=Sr;n ?
“???????????????” ???????????????????(3.16)???




























) N ¡0; ¾˜2r¢ ” (5.6)
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????
???? 2 ????????? (5.5), (5.6) ??????? r ??????? ¾2r ??
? ¾˜2r ???????????? (5.4)????????????????????????
???????????????????? 2 ??????? 1 ?? (5.5)? Sr;n ???
???? 2 ?? (5.6)??????????????????????????????
??????
5.3 ??????
??????????? n ? 10000, ????? 105 ????
(1) ????????????? T ???????????? r ???? Sr;n(T ) ??
????



















(3) (1),(2) ? 105 ??????
(4) ???????????????????





















??? r ?????????????????????(b) ????
r = 5 ??? r = 6 ?????????????????r ???????? Sr;n(T ) ??































































































?????????? r ???????? ¾˜2r ?????
????????????? ¾˜2r ?????S2;n ???????? (3.15)? r = 2 ??



































































? 5.1????? ¾r, ¾˜r ??????????????????? (5.7), (5.8)????








; ¾˜r = 2
r¡3















? 5.3 r ??????? ¾r, ¾˜r ?????????????????????????
????????????
????




???? ??? (5.7) ???? ??? (5.8)
1 0:2502§ 0:0004 0.25 0:2492§ 0:0001 0.25
2 0:1397§ 0:0003 0.1398 0:5000§ 0:0001 0.5
3 0:0716§ 0:0001 0.0716 0:9967§ 0:0004 1
4 0:0361§ 0:0004 0.0360 2:0085§ 0:0003 2
5 0:0181§ 0:0009 0.0180 4:025§ 0:002 4


























) N ¡0; 4r¡3¢ (5.9)
??? 2 ????????????????r = 1 ????????????? (5.4)??
??????
? 5.2???? 5.1???????????? (5.9)?????????????????
???????????????????????????? “????????”???








? 2??? Sr;n = nr ????????? T ???????????????????










? 3??? f(Sr;n) ???????????????????????????? f ?
??????????????? Laurent ?????????????????????
?????? 2?? Sr;n ?????????????????????????? f(Sr;n)
???????? n ?????????????????E [f(Sr;n)] ?????????
???? 2???????????????????????????????????
??????????????????? 2????????????????????
????n ??????????????? f(Sr;n) ????????????????
???????? n ! 1 ?? E [f(Sr;n)] ? E [f(Sr+1;n)] ??? r ?????????
????????????????????????????????????????
??????????????????????
? 4????????????????????????????(1) ???? Dyck ?
?????????????(2) Dyck ???????????????????????
??(3) Dyck ???????????? 3 ??????????????? Dyck ???
????????????????????????????????????????
??????????????????Dyck ???????????????????
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???????????????????????? Markov ???????Dyck ??
????????????????E [Sr;n] ??????? 2?????????????
??????????????????
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